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Предложена теоретическая модель описания Ленгмюровских циркуляций (ЛЦ) упорядоченным набором конвектив-
ных кубических ячеек со свободными границами. Показано, что соответсвующим расположением конвективных
кубических ячеек можно сформировать течения, характерные для ЛЦ. Проведено сопоставление теоретической мо-
дели и экспериментальных данных. Дано объяснение некоторых особенностей ЛЦ. В частности, выяснена причина
различия между скоростью нисходящего и восходящего потоков ЛЦ в поперечном к скорости ветра направлении.
Показано, что из-за такого различия центры смежных встречных валов смещаются к нисходящему потоку. Дана
оценка пороговой скорости ветра, превышение которой приводит к формированию ЛЦ. На основе свойств симме-
трии исходной линейной системы уравнений обоснована инвариантность образования ЛЦ от способа подогрева слоя
жидкости. Описано несимметричное распределение скорости течения поверхностного слоя жидкости в ЛЦ в попе-
речном к скорости ветра направлении. Показано, что ориентировка wind-streaks относительно направления ветра
обусловлена действием силы Кориолиса.
Запропоновано теоретичну модель опису Ленгмюрiвських циркуляцiй (ЛЦ) упорядкованим набором конвективних
кубiчних осередкiв з вiльними межами. Показано, що вiдповiдним розташуванням конвективных кубiчних осередкiв
можна сформувати плини, характернi для ЛЦ. Проведено зiставлення теоретичної моделi й експериментальних
даних. Дано пояснення деяких особливостейЛЦ. Зокрема, з’ясована причина розходження мiж швидкiстю спадного
й висхiдного потокiв ЛЦ у поперечному до швидкостi вiтру напрямку. Показано, що через таке розходження центри
сумiжних зустрiчних валiв змiщаються до спадного потоку. Дано оцiнку граничної швидкостi вiтру, перевищення
якої приводить до формування ЛЦ. На основi властивостей симетрiї вихiдної лiнiйної системи рiвнянь обґрунтована
iнварiантiсть утворення ЛЦ вiд способу пiдiгрiву шару рiдини. Описано несиметричний розподiл швидкостi плину
поверхневого шару рiдини в ЛЦ у поперечному до швидкостi вiтру напрямку. Показано, що орiєнтування wind-
streaks щодо напрямку вiтру обумовлено дiєю сили Корiолiса.
Theoretic model of description Langmuir circulations (LC) by sequenced collection of convention cubical cells with free
boundaries was proposed. It was shown that by corresponding arrangement of convection cubic cells, the fluxes typical for
LC can be formed. Comparison of theoretical model and experimental data was conducted. Explanation of peculiarities
of LC was given. In particular the reason of difference between the speed of descending and ascending fluxes of LC in
the transverse to the wind speed direction was clarified. It was shown that due to such difference the centers of the
adjacent counter rolls shift to the descending flux. The estimation of threshold wind speed was given, excess of which
results in forming of LC. On the basis of symmetry properties of the initial linear equation system the invariance of LC
formation depending upon the way of liquid heating was substantiated. Non-symmetric distribution of the flux speed
of the surface layer of the liquid in the LC in transverse to the wind speed direction was described. It was shown the
orientation wind-streaks relatively to the direction of speed is caused by the effect of Coriolis force.
ВВЕДЕНИЕ
Часто в ветреную погоду внимательный наблю-
датель может видеть на поверхности моря, озе-
ра или глубокого водоема параллельные полосы,
расположенные на одинаковом расстоянии, и ори-
ентированные в направлении распространения ве-
тра. Иногда направление полос отклоняется от на-
правления ветра на небольшой угол. Эти поло-
сы (от англ. wind-streaks) образованы пеной, фра-
гментами водорослей, фито- и зоопланктоном, во-
здушными пузырьками и другими мелкими пла-
вающими предметами (pис. 1.). Расстояние между
соседними полосами может составлять от десятков
сантиметров до сотен метров [1, 2]. Появление по-
лос имеет пороговый характер по скорости ветра
– наиболее часто они появляются при скорости ве-
тра, превышающей 3–5 м/с.
Это явление впервые исследовал Ирвинг Лен-
гмюр, американец французского происхождения,
лауреат Нобелевской премии по химии 1932 г.
[5]. В полевых экспериментах он показал, что ве-
тровые полосы образуются встречными попере-
чными циркуляциями, генерируемыми приповерх-
ностным потоком ветра. Позже такие циркуля-
ции стали называть его именем – Ленгмюровскими
циркуляциями (ЛЦ).
За прошедшие годы предложено несколько те-
оретических моделей объяснения генерации ЛЦ
(см., например, обзоры [1, 2]). Однако предложен-
ные теории, несмотря на то, что выглядят очень
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Рис. 1. Ленгмюровские циркуляции:
а) - [3]; б) – [4]
привлекательными, остаются сложными для эк-
спериментальной проверки. Отсутствует соответ-
ствие теоретических результатов эксперименталь-
ным данным, устанавливающим взаимосвязь ме-
жду параметрами ЛЦ и гидрометеорологически-
ми условиями (скоростью ветра, характеристикой
волнения, глубиной перемешанного слоя, гради-
ентом температур слоя и др.). Некоторые усло-
вия проведения экспериментов (направление ве-
тра, полушарие проведения эксперимента) вообще
отсутствуют или не описаны. Поэтому до насто-
ящего времени существует необходимость разра-
ботки теоретической модели генерации ЛЦ. Зна-
чительную помощь в этом может оказать хоро-
шо проработанная экспериментальная база дан-
ных, которая устанавливает сложные взаимосвязи
между параметрами ЛЦ [6–9].
Теоретическая модель генерации ЛЦ, как это
следует из предыдущих исследований, должна
основываться на привлечении таких областей зна-
ний, как гидродинамика, теория волн, теория ве-
роятностей, вычислительная математика. Но, пре-
жде всего, необходимо проанализировать физиче-
скую основу процессов, происходящих при генера-
ции ЛЦ.
В литературе отмечено, что существуют неко-
торые основные физические характеристики ЛЦ,
которые всегда повторяются [1, 10]. Поэтому они
могут быть использованы для описания механи-
зма генерации ЛЦ.
Ниже перечислим основные физические хара-
ктеристики ЛЦ, дополненные результатами на-
блюдений, проведенных в последние годы [6–9]:
1) ЛЦ наиболее часто появляются при наличии
ветра, скорость которого превышает 3–5 м/с [1, 2];
2) ЛЦ образуются системой приводимых во вра-
щение ветром параллельных пар встречных ви-
хрей с осью, ориентированной в направлении ве-
тра;
3) в каждом вихре существует асимметричная
структура распределения скорости воды: нисходя-
щая скорость в вихре больше восходящей;
4) зоны нисходящего потока воды находятся
под линиями конвергенции, где скорость поверх-
ностного течения, образованного ветром, наиболь-
шая;
5) ЛЦ имеют максимальную нисходящую ско-
рость воды, сравнимую со средней скоростью ве-
трового дрейфа поверхностного слоя воды;
6) вертикальный размер вихря определяется
глубиной термоклина поверхностного слоя воды
[1];
7) в северном полушарии [2] линии конверген-
ции направлены на 5◦−15◦ правее от направления
распространения ветра [2, 6–9];
8) ЛЦ являются устойчивыми образованиями
с временем существования, превышающем хара-
ктерные времена волновых процессов системы [2].
Для объединения перечисленных выше характе-
ристик в одной модели весьма полезным представ-
ляется анализ конвективных процессов жидкости
в плоском слое (задача Рэлея [11, 12]) и в куби-
ческой ячейке [12–14]. В задаче о конвекции жид-
кости в плоском слое учтены практически все фи-
зические процессы, приводящие к конвективному
движению. В кубической полости теоретические
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[12, 13] и экспериментальные [14] исследования те-
пловой конвекции проведены для случая равен-
ства нулю скорости конвективного движения жид-
кости на твердых, идеально проводящих гранях
куба. Здесь показано, что одним из типов движе-
ния жидкости в кубической полости является вал
с осью, проходящей через средины противополо-
жных граней куба. Из-за равенства нулю скорости
жидкости на всех гранях исследование такой ку-
бической полости представляет самостоятельный
интерес и не может быть использовано для объя-
снения механизма генерации ЛЦ в свободном про-
странстве. Для этой цели необходимо, чтобы куби-
ческая полость характеризовалась отличной от ну-
ля, разнонаправленной на противоположных гра-
нях куба скоростью жидкости. Полость с таки-
ми свойствами представляет собой элементарную
конвективную кубическую ячейку, многократным
отражением которой (в одном направлении симме-
тричным, в поперечном - несимметричным) можно
сформировать ЛЦ на обширной поверхности жид-
кости.
В настоящей работе определены параметры по-
догреваемой снизу кубической конвективной ячей-
ки со свободными границами, с помощью которой
могут быть смоделированы процессы, наблюдае-
мые при ветровом формировании ЛЦ.
1. ОТ ЗАДАЧИ РЭЛЕЯ К КОНВЕКТИВНОЙ
КУБИЧЕСКОЙ ЯЧЕЙКЕ СО СВОБОДНЫ-
МИ ГРАНИЦАМИ И ЛЕНГМЮРОВСКИМ
ЦИРКУЛЯЦИЯМ
В 1916 лорд Рэлей [11] решил задачу о конве-
ктивных течениях в горизонтальном слое жидко-
сти со свободными границами, нижняя из которых
имела более высокую температуру. Кратко изло-
жим полученное Рэлеем решение для дальнейше-
го его использования при создании теоретической
модели генерации ЛЦ ветром.
Пусть имеется горизонтальный бесконечный
слой жидкости толщиной h (см. pис. 2). Полага-
ем, что ось z направлена вверх, перпендикуляр-
но границам слоя, совпадающим с плоскостями
z = 0 и z = h. Температура границ слоя задана:
T0(0) = T2, T0(h) = T1, (T2 > T1), и в состоянии
равновесия удовлетворяет соотношению:
~∇T0 (z) = −Θ
h
~ez, (1)
где T0 (z) – распределение температуры по толщи-
не слоя; Θ = T2−T1 – разность температур между
Рис. 2. Схема расположения горизонтального слоя
жидкости со свободными границами
плоскостями; ~ez – единичный вектор, направлен-
ный вдоль оси z.
В работе [11] исследованы малые нестационар-
ные возмущения равновесных параметров слоя.
Исходная система уравнения для безразмерных
возмущений имеет вид [11, 12]:
∂~v
∂t
= −~∇p+∆~v+ RT~ez, (2)
P
∂T
∂t
− ~v · ~ez = ∆T, (3)
∇~v = 0, (4)
где ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 – оператор
Лапласа; ~∇ = ~ex∂/∂x + ~ey∂/∂y + ~ez∂/∂z, ~ey , ~ez
– единичные векторы вдоль осей y, z соответ-
ственно; ∇ ~A = ∂Ax/∂x + ∂Ay/∂y + ∂Az/∂z; R =
= gβh3Θ(νχ)
−1
– число Рэлея; P = νχ−1 – число
Прандтля; ν и χ – кинематическая вязкость и тем-
пературопроводность жидкости; β – коэффициент
объемного температурного расширения жидкости;
~v ≡ (vx, vy, vz) , p, T – возмущения скорости, дав-
ления и температуры соответственно.
В безразмерной системе уравнений (2)–(4)
использованы следующие единицы измерения:
расстояния – толщина слоя h; времени – h2ν−1;
скорости – χh−1; температуры – Θ; давления –
ρ¯0νχh
−2, где ρ¯0 =
1
h
h∫
0
ρ0 (z) dz – среднее значе-
ние плотности жидкости.
Для слоя со свободными плоскими границами в
отсутствие на них касательных напряжений сис-
тема уравнений (2)–(4) имеет частные решения,
описывающие гармонические возмущения в коор-
динатах x, y, и изменяющиеся по экспоненциаль-
ному закону во времени:
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vz (x, y, z, t) = v (z) exp [−λt+ i (kxx+ kyy)] , (5)
T (x, y, z, t) = ϑ (z) exp [−λt + i (kxx+ kyy)] , (6)
где λ – параметр, характеризующий затухание
(λ > 0), нарастание (λ < 0) или стационарное со-
стояние (λ = 0) возмущений (5), (6); v (z) и ϑ (z)
– амплитуды возмущений; kx, ky – волновые чис-
ла, характеризующие периодичность возмущений
в направлениях x и y соответственно.
Граничные условия Рэлея отвечают свободным,
без касательных напряжений границам [11, 12]. Их
вид определяется соотношениями:
v (0) = v (1) = 0, v′′ (0) = v′′ (1) = 0,
ϑ (0) = ϑ (1) = 0, (7)
где штрих обозначает производную по координате
z.
Значения амплитуд возмущений вертикальной
скорости и температуры (5), (6) в этом случае име-
ют простой вид:
v (z) = A · sin (npiz) ,
ϑ (z) = B · sin (npiz) , (8)
где n – целые числа; переменная z после обезра-
змеривания изменяется от 0 до 1.
Нечетные значения n описывают симметричные
относительно плоскости z = 1/2 возмущения вер-
тикальной составляющей скорости и температу-
ры, т. е. амплитуды этих возмущений максималь-
ны на этой плоскости. Четные значения n отве-
чают несимметричному относительно плоскости
z = 1/2 распределению по координате z верти-
кальной составляющей скорости и температуры. В
этом случае амплитуды возмущений равны нулю
на этой плоскости.
Подстановка решений (8) в уравнения (2), (3)
приводит к системе уравнений для амплитуд во-
змущений:(
pi2n2 + k2
) [
λ− (pi2n2 + k2)]A +Rk2B = 0,
A+
[
λP − (pi2n2 + k2)]B = 0,
(9)
где k2 = k2x + k
2
y.
Для существования нетривиального решения
системы уравнений (2), (3) необходимо прирав-
нять детерминант системы (9) нулю. В результа-
те этого получим квадратное уравнение относи-
тельно декрементов λ. Его корни дают следующие
зависимости значения декрементов от волнового
числа, а также чисел Рэлея (R) и Прандтля (P ).
λn =
P + 1
2P
(
n2pi2 + k2
)± (10)
±
((
P − 1
2P
)2 (
n2pi2 + k2
)2
+
Rk2
P (n2pi2 + k2)
) 1
2
.
Из выражения (10) следует, что решения (5), (6)
неустойчивы только при подогреве слоя жидкости
снизу (R > 0) и только для значений числа Рэлея
R ≥
(
n2pi2 + k2
)3
k2
[12]. При подогреве слоя сверху
(R < 0) решения вида (5), (6) всегда устойчивы.
В дальнейшем будем анализировать только
устойчивые возмущения (λn = 0).
При ky = 0 решение (5), а также соответству-
ющее ему, согласно уравнению (4), значение гори-
зонтальной скорости vx описывают конвективные
валы с осью вращения, параллельной оси y:
vz (x, 0, z, 0) = A · sin (npiz) cos (kxx) ,
vx (x, 0, z, 0) = −A · cos (npiz) sin (kxx) . (11)
Наличие вихревого движения внутри конвектив-
ной ячейки подтверждается отличной от нуля за-
вихренностью: ~Ω = rot (~v) 6= 0.
Типичный вид дифференциальных интерферо-
грамм конвективных валов для силиконового ма-
сла в подогреваемом снизу прямоугольном ящи-
ке приведен на pис. 3, а [15]. Здесь ось вращения
силиконовых валов y перпендикулярна плоскости
рисунка.
При n = 1 и kx = pi решения (11) также образу-
ют конвективные валы с осью вращения, парал-
лельной оси y. На pис. 3, б изображены изоли-
нии (в относительных единицах) проекций скоро-
сти жидкости vz и vz в квадратной ячейке 0 ≤
z ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1. Из рисунка следует, что в соо-
тветствии с граничными условиями горизонталь-
ные скорости жидкости на верхней и нижней гра-
нице равны нулю: vx (x, 0, 0, 0) = vz (x, 0, 1, 0) = 0.
Вертикальные составляющие скорости жидкости
на границах x = 0 и x = 1 равны, но разнонаправ-
лены: vz (0, 0, z, 0) = −vz (1, 0, z, 0) = A · sin (piz).
Изолинии для горизонтальной составляющей ско-
рости жидкости vx (см. pис. 3, б) справа) полу-
чаются из изолиний вертикальной составляющей
поворотом квадрата вокруг его центра по часовой
стрелке на pi/2. Вращение жидкости в квадрате
0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1 также осуществляется по
часовой стрелке.
Таким образом, в горизонтальном бесконечном
подогреваемом снизу слое жидкости толщиной 1
с ненулевыми граничными условиями для скоро-
сти на границах возможно образование устойчи-
вых валов вращения в плоскости x, z с безразмер-
ными поперечными размерами 1×1. Ось вращения
валов направлена вдоль оси y.
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Рис. 3. Дифференциальные интерферограммы конвективных валов в силиконовом масле [15] – (а) и изолинии
(в относительных единицах) проекций скоростей конвективного вала, описываемого соотношениями (11) – (б)
Рассмотрим распределение температуры в кон-
вективных валах, описывамое функцией ϑ (z) в
(8). Из решений видно, что возмущение вертикаль-
ной скорости и температуры описываются одина-
ковой функцией от координат x, z. При переходе
к невозмущенным величинам распределение тем-
пературы будет иметь вид:
T0 (x, z)
T2
= T0 (z) + δT · sin (npiz) cos (kxx) , (12)
где T0 (z) = − (1−∆T ) z
h
+ 1 – относительное ра-
спределение температуры по толщине слоя; ∆T =
= T1 · T−12 , δT << 1 – относительная амплитуда
изменения температуры.
На pис. 4, а приведены изолинии распределения
температуры в слое подогреваемой снизу жидко-
сти при параметрах: ∆T = 0.75; δT = 0.15. Для
сравнения результатов численного расчета распре-
деления температур в конвективных валах с эк-
спериментальными данными на pис. 4, б приведе-
ны дифференциальные интерферограммы разно-
сти температур конвективных валов в силиконо-
вом масле [15]. Из сравнения этих рисунков следу-
ет, что как в теоретической модели, так и в экспе-
рименте температура в конвективных ячейках на-
растает вдоль диагонали. Этот результат указыва-
ет на качественное соответствие теоретической мо-
дели экспериментальным данным.
При kx = 0 решение (5) допускает также суще-
ствование валов вида (11), но с осью вращения,
направленной вдоль оси x:
uz (0, y, z, 0) = C · sin (npiz) cos (kyy) ,
uy (0, y, z, 0) = −C · cos (npiz) sin (kyy) .
(13)
Здесь и в дальнейшем будем отличать решения
(11) от (13) направлением оси вращения конве-
ктивных валов. Для этого заменим константу A
на Ay, где индекс y обозначает направление оси
вращения вала (11), а константу C – на Ax с ана-
логичным значением индекса.
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Рис. 4. Изолинии распределения температуры в слое подогреваемой снизу жидкости – (а) и
дифференциальные интерферограммы разности температур конвективных валов в силиконовом масле [15] –
(б)
Напомним, что решения ~u и ~v – суть разные,
независимые решения системы уравнений (2)–(4).
Поскольку исходная система уравнений линей-
ная, а исследуемые течения подобны, т. е. хара-
ктеризуются одинаковыми числами Прандтля P
и Рэлея R [16], то справедлив принцип суперпо-
зиции полученных выше решений ~u и ~v. При этом
для удовлетворения граничных условий в решени-
ях (11)–(14) полагаем n = 1 и kx = ky = pi.
В результате такой суперпозиции из бесконечно-
го слоя жидкости можно выделить подогреваемую
снизу кубическую конвективную ячейку размером
1×1×1 с ненулевыми граничными условиями для
скорости.
На pис. 5. приведен вид конвективной кубиче-
ской ячейки, подогреваемой снизу. Здесь стрелка-
ми на верхней грани куба отмечены направления
независимого вращения конвективных валов.
Из вида распределения скоростей в ячейке
(11), (13) следует, что симметричное многокра-
тное отражение кубической ячейки в направле-
нии оси x, как это показано на pис. 6, приводит
к формированию поверхностного (стрелка на пря-
мой z = 1, y = 0) и придонного (стрелка на прямой
z = 0, y = 0) течений. На соприкасающихся гранях
ячеек, например, в сечении x = 1, встречные по-
токи (стрелки, изображенные пунктиром) уничто-
жаются, так как скорость направленного вверх по-
тока равна скорости потока, направленного вниз.
Придонное течение направлено навстречу поверх-
ностному и они имеют одинаковую по величине
среднюю скорость
ws = v¯x ≡
1∫
0
vx (x, 0, 1, 0) dx =
2
pi
Ay.
В направлении оси y несимметричное, много-
кратное отражение ячейки, как это показано на
pис. 6, приводит к формированию нисходящих wdn
и восходящих wup потоков жидкости. Среднее зна-
чение скорости нисходящего потока будет:
wdn = u¯z ≡
1∫
0
uz (0, 1, z, 0) dz = − 2
pi
Ax.
Такую же среднюю скорость по величине име-
34 И. М. Неклюдов, Б. В. Борц, В. И. Ткаченко
ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2012. Том 14, N 2. С. 29 – 40
Рис. 5. Конвективная кубическая ячейка размером
1×1×1
ет восходящий wup поток: |wup| = |wdn|. Следу-
ет отметить, что в реальности, и об этом будет
сказано ниже, средняя скорость нисходящего по-
тока больше средней скорости восходящего пото-
ка: |wˆdn| > |wˆup| [1, 6]. В результате такого ра-
зличия, симметричное расположение конвектив-
ных валов в плоскости xz нарушается: центры сме-
жных встречных валов смещаются к нисходящему
потоку, как это показано на pис. 7.
Строго над нисходящими потоками образуются
описанные выше полосы (wind-streaks) из плаваю-
щих предметов, изображенные на pис. 6 полосами
с точечной штриховкой.
Необходимо отметить, что описанное выше
представление ЛЦ в виде упорядоченного набо-
ра кубических ячеек справедливо вдали от грани-
цы формирования ЛЦ. На границе формирования
ЛЦ необходимо учитывать, что последняя (гра-
ничная) кубическая ячейка в направлении оси x
своей гранью, например x = 4, замыкает поверх-
ностный и придонный потоки вертикальной ни-
сходящей скоростью, образуя конвеерную ленту.
При этом, из граничного условия на ребре куба
x = 4, y = 1 следует, что скорость замыкающе-
го потока на этой грани должна иметь скорость,
равную скорости нисходящего потока.
Таким образом, в граничной кубической ячей-
ке наряду с решениями в виде различных конве-
ктивных валов (11) и (13) реализуется также сим-
метричный режим движения конвективных валов,
когда
~u′ (0, y, z, 0)
∣∣
y→x
= ~v
′
(x, 0, z, 0) ,
где
~v
′
(x, 0, z, 0) =
=
pi
2
{−wdn cos (piz) sin (pix) , 0, wdn sin (piz) cos (pix)} ,
~u
′
(0, y, z, 0) =
=
pi
2
{0,−wdn cos (piz) sin (piy) , wdn sin (piz) cos (piy)} .
(14)
Здесь множитель
pi
2
обеспечивает среднее значе-
ние скорости wdn при z = 0, z = 1.
Резюмируя вышеизложенное, можно сказать,
что нисходящие потоки wdn на границе области
формирования ЛЦ, как помпа, сообщают допол-
нительную скорость поверхностному потоку в на-
правлении оси x.
Таким образом, отмеченные в работах [1–10] осо-
бенности ЛЦ можно описать с помощью упорядо-
ченного набора конвективных кубических ячеек,
приведенного на pис. 6.
2. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ
РЕШЕНИЙ И ОБЪЯСНЕНИЕ
НЕКОТОРЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ ЛЦ
2.1. Связь характерных скоростей ЛЦ со скоро-
стью ветра
Обсудим некоторые особенности ЛЦ на приме-
ре модели, изображенной на pис. 6. Определим за-
висимость скорости течения поверхностного слоя
жидкости ws и вертикальной нисходящей скорости
wˆdn от скорости ветра Uw.
В первом случае обратимся к работе [17], где
приведена оценка индуцированного ветром значе-
ния средней поверхностной скорости:
ws =
(
1
950
–:
1
650
)
Uw. (15)
Анализ выражения (15) указывает на то, что
значение этой скорости ближе всего находится к
такому, которое определяется уравнением сохра-
нения потоков массы воды и воздуха [7]:
ws =
ρ¯a
ρ¯0
Uw ' 0, 001 · Uw, (16)
где ρ¯a – средняя плотность воздуха.
Оценку вертикальной нисходящей скорости wˆdn
проведем, основываясь на данных [1, 6]. В этих ра-
ботах зависимость скорости wˆdn от скорости ветра
Uw на высоте 10 м оценивается выражениями:
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Рис. 6. Схема формирования ЛЦ упорядоченным
набором конвективных кубических ячеек
Рис. 7. Качественное изображение смещения осей
встречных конвективных валов к нисходящему
потоку из-за отличия средних скоростей нисходящего
wˆdn и восходящего wˆup потоков
wˆ
[1]
dn ≈ (0, 006–:0, 014) · Uw;
wˆ
[6]
dn ≈ 0, 008 ·Uw.
(17)
В (17) приведен диапазон изменения скорости wˆ
[1]
dn,
исходя из замечания автора [1] о том, что точность
ее определения составляет, грубо, процент от ско-
рости ветра.
Таким образом, нисходящая скорость wˆdn на
порядок превосходит величину средней поверхно-
стной скорости ws.
Исходя из предложенной теоретической моде-
ли, вертикальная нисходящая −wdn и восходя-
щая wdn скорости равны по величине. Однако
в экспериментах отмечено, что реальная верти-
кальная нисходящая скорость больше восходящей
[1, 6]: |wˆdn| > |wˆup|. Причина такого отличия,
по-видимому, обусловлена тем, что вертикальные
скорости ±wdn в наборе конвективных кубических
ячеек pис. 6 изменяются благодаря добавке скоро-
сти δw, которая создается разностью давлений на
верхней и нижней границе слоя из-за неоднородно-
сти плотности жидкости.
Для определения добавочной скорости δw, по-
лагая справедливым неравенство |wdn| >> |δw|,
представим реальные скорости в ячейке в виде:
wˆdn = − |wdn|+ δw; wˆup = |wdn|+ δw.
Из уравнения Бернулли следует:
δw ' − |wdn|−1 gβhΘ = − |wdn|−1 h2N2 , (18)
где N2 = −gln′ (ρ0 (z)), штрих обозначает прои-
зводную по координате z.
Подстановка в выражение (18) эксперименталь-
ных данных для реальных вертикальных нисходя-
щих скоростей, которые приведены в работах [6,
19], дает следующие значения скоростей:
δw[6] ' 0.7 см/с, w[6]dn ' 5.5 см/с;
δw[19] ' (0, 5–:1, 5) см/с, w[19]dn ' (1, 5–:3, 5) см/с,
которые соответствуют условию применимости
выражения (17).
2.2. Смещение осей встречных конвективных
валов
Как отмечено выше, смежные оси встречных
конвективных валов, изображенные на pис. 7, сме-
щены к нисходящему потоку из-за того, что сред-
няя скорость нисходящего потока
∣∣ ¯ˆwdn∣∣ больше
средней скорости восходящего потока
∣∣ ¯ˆwup∣∣. Это
можно показать, исходя из равенства потоков мас-
сы в сечении z = 0.5. В этом случае величина сме-
щения δy оси конвективного вала от невозмущен-
ного положения cl с координатами z = 0.5; y = 0.5
к конечному положению cl′, расположенному бли-
же к плоскости y = 1, оказывается порядка δy =
δw (2wdn)
−1
. При δw → wdn (δw < wdn) оси сме-
жных конвективных валов приближаются к вер-
тикальной стенке кубической ячейки с нисходя-
щим направлением скорости жидкости.
Модельную функцию смещения оси конвектив-
ного вала ~u в плоскости z = 0.5 можно предста-
вить в виде:
u˜z (y) = wˆupθ (y∗ − y) cos
(
piy
2y∗
)
−
−wˆdnθ (y − y∗) cos
(
pi (1− y)
2 (1− y∗)
)
, (19)
где y∗ =
1
2
(
1 +
δw
wdn
)
; θ (ξ) – функция Хевисайда
со значением 1, если ξ больше или равно 0, иначе
со значением 0.
При δw → 0 функция (19) описывает несмещен-
ные конвективные валы (13).
36 И. М. Неклюдов, Б. В. Борц, В. И. Ткаченко
ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2012. Том 14, N 2. С. 29 – 40
2.3. Оценка пороговой скорости ветра
В литературе отмечено, что ЛЦ возникают наи-
более часто при скорости ветра Uw, превышающей
3–5 м/с [1, 2]. При этом экспериментальные дан-
ные представляются неполными, так как не акцен-
тируется внимание на величине периода возни-
кших полос. В области меньших скоростей ветра и
даже при штиле также отмечено образование ЛЦ.
Однако частота их образования значительно мень-
ше, чем при скоростях, превышающих 3–5 м/с [2].
Поэтому вопрос о величине пороговой скорости
образования ЛЦ представляет интерес для даль-
нейшего теоретического исследования.
Оценим величину пороговой скорости образо-
вания ЛЦ, основываясь на предложенной моде-
ли описания ленгмюровских циркуляций упорядо-
ченным набором конвективных кубических ячеек.
Для подогреваемого снизу слоя жидкости (R >
0) пороговая скорость образования ЛЦ может
быть оценена из условия wˆup/wdn << 1, кото-
рое отвечает явлению уравновешивания восходя-
щего потока жидкости его встречным движени-
ем (18). Это условие эквивалентно неравенству
|wdn| ≥ |δw|, из которого нетрудно определить ско-
рость ветра Uw|T2>T1 , превышение которой приво-
дит к образованию ЛЦ:
Uw|T2>T1 ≥ Uw|T2>T1 = (20)
= (0, 71–:1, 67) · 102
√
χν
h
√
R ' (0, 078–:0, 18)
h
,
где Uw, h – измеряются в м/с и метрах соответ-
ственно; R = k−2
(
pi2 + k2
)3
; k = pi, ν ' 10−6 м2/с;
χ ' 1.43 · 10−7 м2/с.
Пороговая скорость образования ЛЦ при подо-
греве жидкости сверху (R < 0) может быть опре-
делена из того, что поверхностная скорость жид-
кости ws должна превышать среднюю осцилля-
торную скорость wint, обусловленную внутренни-
ми гравитационными волнами [18]. Отсюда следу-
ет условие на скорость ветра Uw|T2<T1, при кото-
рой образуются ЛЦ:
Uw|T2<T1 ≥ Uw|T2<T1 = ρ¯0
ρ¯a
wint =
ρ¯0
ρ¯a
(
h
2
)
1
T
=
=
ρ¯0
ρ¯a
h
4pi
N =
1
4pi
ρ¯0
ρ¯a
√
νχ
h
√
R , (21)
где T = N/2pi – период частоты плавучести.
Численная оценка выражения (21) дает следую-
щий критерий существования ЛЦ:
Uw|T2<T1 ≥ 0, 084
h
. (22)
Необходимо отметить, что для расстояний между
полосами D = 2h ∼ 1–:2 м пороговые скорости
(20), (22) меньше пороговой скорости развития
ветрового волнения (неустойчивость Кельвина-
Гельмгольца [20]). В этом случае образование ЛЦ
должно быть хорошо визуально наблюдаемо, так
как будет происходить на гладкой поверхности мо-
ря.
Выражения (20), (22) получены из различных
физических предпосылок и количественно совпа-
дают по величине. Это подтверждает справедли-
вость предложенной модели. Из оценок (20), (22)
следует, что с уменьшением размера конвективной
ячейки возрастает пороговая скорость образова-
ния ЛЦ.
2.4. Обоснование инвариантности образовании
ЛЦ от способа подогрева
В [1, 2] экспериментально установлено, что фор-
мирование ЛЦ не зависит от способа подогрева
слоя жидкости: процесс наблюдается как при по-
догреве снизу (R > 0), так и при подогреве сверху
(R < 0).
Такой феномен до настоящего времени не был
теоретически обоснован. В действительности, на
наш взгляд, отсутствие зависимости указанных
процессов от способа нагрева следует из систе-
мы уравнений (2), (3). Покажем это, полагая по-
ложительным число Рэлея R > 0. Если теперь
преобразовать координату и переменные этой сис-
темы уравнений следующим образом: z → −z,
vz → −vz, T → −T , ~ez → −~ez , то получим исхо-
дную систему уравнений, но с числом Рэлея, рав-
ным −R.
Таким образом, два одинаковых слоя жидкости
с разным типом подогрева (R > 0 и R < 0) хара-
ктеризуются равной по величине, но направленной
в противоположные стороны скоростью вращения
конвективных валов. При этом возмущения темпе-
ратуры для разных типов подогрева имеют разные
знаки.
Возможность использования отмеченных выше
преобразований для обоснования инвариантности
конвективного движения от способа нагрева под-
тверждается на примере pис. 3, а. Зеркальное от-
ражение этого рисунка относительно оси x сохра-
няет процесс, но изменяет его термодинамические
характеристики: направление вращения валов и
распределение температуры.
Из предложенной модели формирования ЛЦ
следует, что слои жидкости с разным типом по-
догрева характеризуются одинаковой по величи-
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не, но направленной в противоположные стороны
скоростью вращения валов. Возмущения темпера-
туры для разных типов подогрева слоя жидкости
также имеют разные знаки.
Необходимо отметить, что, по-видимому, для
экспериментального наблюдения формирования
конвективных валов в слоях жидкости с подогре-
вом сверху (R < 0) необходимо применять контро-
лируемые начальные условия [21].
2.5. Распределение скоростей в поверхностном
слое жидкости
Исходя из модели, схематично представленной
на pис. 6 с учетом процессов на границе формиро-
вания ЛЦ, скорость поверхностного слоя жидко-
сти равна сумме скорости вдали от границы фор-
мирования ЛЦ vx (x, 0, 1, 0) и проекции на ось x
скорости ~W (x, y, z) ≡ ~v′ (x, 0, z, 0) + ~u′ (0, y, z, 0),
формируемой в граничной кубической ячейке:
VS (x, y) = vx (x, 0, 1, 0) +Wx (x, y, 1) = (23)
= Ay sin (pix) + wdn
√
2
2
√
sin2 (pix) + sin2 (piy) .
Для привязки предложенной модели к реальным
условиям необходимо задать значения константы
Ay. Учитывая то, что практически вся энергия
ветра передается во вращение конвективных ва-
лов [17], определим значение этой константы сре-
дним значением скорости v¯x: Ay =
pi
2
ws. С учетом
эффекта смещения центров конвективных валов,
аналогично модельному представлению (19), пере-
пишем выражение (23):
VS (x, y)=
pi
2
ws sin (pix)+ (24)
+
pi
2
√
2
2
wdn
√
a21 sin
2 (pix) + a22 (g (y))
2
,
где a1 = wˆup/wdn; a2 = wˆdn/wdn; g (y) =
= θ (y∗ − y) sin
(
piy
2y∗
)
+ θ (y − y∗) sin
(
pi (1− y)
2 (1− y∗)
)
.
На pис. 8 изображено распределение усре-
дненной по координате x скорости V¯S (y) =
=
1∫
0
dxVS (x, y) /
(pi
2
ws
)
поверхностностного слоя
жидкости, полученное из (24) при a1 = 0.5, a2 =
1.5, wdn/ws = 10, y∗ = 0.7.
Из этого рисунка следует, что величина ско-
рости поверхностного слоя жидкости минимальна
над восходящим потоком и увеличивается на поря-
док с ростом координаты y, т. е. с приближением
Рис. 8. Зависимость средней скорости течения V¯S (y)
поверхностностного слоя жидкости от поперечной
координаты в конвективной кубической ячейке y
к wind-streaks (нисходящему потоку). При даль-
нейшем увеличении координаты y значение скоро-
сти поверхностного слоя жидкости резко уменьша-
ется и над нисходящим потоком становится рав-
ным минимальной. Отмеченное выше увеличение
скорости соответствует данным, приведенным в
[22]. Однако, в отличие от последних, предложен-
ная модель дает такую же скорость поверхностно-
го слоя жидкости в области wind-streaks, как и над
восходящим потоком. По-видимому, такое разли-
чие результатов связано со сложностью экспери-
ментального измерения скорости жидкости в до-
статочно узкой wind-streaks полосе ее течения.
2.6. Ориентировка wind-streaks относительно
направления ветра
В литературе описано достаточно большое ко-
личество экспериментальных фактов, характери-
зующих корреляцию между направлением ветра и
wind-streaks (см., например, [1, 6–9, 19]). Из пере-
численных работ только в [6] отмечено, что сред-
нее течение направлено под углом 13◦ левее от на-
правления ветра. В остальных работах [7–9, 19]
эти данные качественно совпадают: среднее тече-
ние ориентировано под углами менее 15◦ справа
от направления ветра. В некоторых эксперимен-
тах полосы ориентированы так, что отклоняются
от направления ветра в пределах нескольких гра-
дусов, без существенного преобладания направле-
ния отклонения в одну или другую сторону [1].
Следует отметить, что приведенные выше данные
по ориентации полос относительно направления
ветра получены в северном полушарии. Поэтому
преобладание отклонения полос вправо от направ-
ления ветра мы вправе, как это отмечено и в ра-
боте [22], отнести к действию силы Кориолиса на
ветровое течение.
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Сила Кориолиса – основная фиктивная сила,
влияющая на движение материальных тел в систе-
ме координат, связанной с Землёй [7]. Еще Фри-
тьоф Нансен определил, что дрейф льдов в Ар-
ктике происходит под углом 20◦ − 40◦ вправо от
направления ветра. В общем случае, в северном
полушарии поверхностное течение направлено под
углом 45◦ вправо от направления ветра, а в южном
– влево [7]. Придерживаясь точки зрения кориоли-
сового отклонения wind-streaks от направления ве-
тра, оценим возможные углы такого отклонения.
Известно, что ускорение Кориолиса присутству-
ет в правой части уравнение движения в виде [7]:
~aCor ≡ d~vCor
dt
= −2~Ω× ~V , (25)
где ~vCor – скорость, обусловленная силой Кориоли-
са; ~Ω – вектор угловой скорости вращения Земли,
по абсолютной величине равен Ω ' 7.292 · 10−5×
× sin (ϕ) с−1; ϕ – географическая широта; ~V =d
~R
dt
– скорость элемента жидкости; ~R – радиус-вектор
направления движения.
Из выражения (25) следует ортогональность
силы Кориолиса к скорости движения элемента
жидкости, что, в свою очередь, приводит к орто-
гональности ~v и ~vCor. На основании этого можно
показать, что угол отклонения wind-streaks вправо
от направления ветра определяется выражением:
ϑ (ϕ) = arccos
(∣∣∣~V∣∣∣ (∣∣∣~V∣∣∣2 + |~vCor (ϕ)|2
)
−
1
2
)
,
(26)
где ~vCor (ϕ) = −2~Ω× ~R.
При оценке величины угла (26) полагаем
∣∣∣~R∣∣∣ '
h. Это дает следующее значения скорости Корио-
лиса: |~vCor| ' 2Ωh. Значение скорости течения по-
верхностного слоя жидкости определяется выра-
жением (15):
∣∣∣~V∣∣∣ = ws.
Для умеренных широт (ϕ ' pi/4–:pi/3) и зави-
симости расстояния между wind-streaks от скоро-
сти ветра, определяемой выражением L ≡ 2h =
4.8 (c) ·Uw, Uw > 3 м/с [1], угол отклонения соста-
вит ϑ
(pi
4
)
' 13.9˚ и ϑ
(pi
3
)
' 16.9◦. Полученные
значения углов количественно соответствуют эк-
спериментальным данным, полученным в умерен-
ных широтах [1].
Таким образом, отклонение wind-streaks от на-
правления ветра можно объяснить действием си-
лы Кориолиса. При этом, в северном полушарии
угол отклонения увеличивается с ростом широты
от нуля вблизи экватора до 19.3◦ у Северного по-
люса.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложена теоретическая модель опи-
сания ленгмюровских циркуляций упорядочен-
ным набором конвективных кубических ячеек со
свободными границами. Выбор конвективной ку-
бической ячейки в качестве элементарной едини-
цы построения ЛЦ обусловлен возможностью в
линейном приближении реализовать в ней конве-
ктивные течения, описываемые решениями задачи
Рэлея для подогреваемого снизу слоя жидкости.
Показано, что соответствующим расположением
конвективных кубических ячеек возможно сфор-
мировать течения, характерные для ЛЦ. Проведе-
но сопоставление теоретической модели и экспери-
ментальных данных. Дано объяснение некоторых
особенностей ЛЦ. В частности, выяснена причина
различия между скоростью нисходящего и восхо-
дящего потоков ЛЦ в поперечном к скорости ветра
направлении. Показано, что из-за такого различия
центры смежных встречных валов смещаются к
нисходящему потоку. Оценена пороговая скорость
ветра, превышение которой приводит к формиро-
ванию ЛЦ. На основе свойств симметрии исходной
линейной системы уравнений обоснована инвари-
антность образовании ЛЦ от способа подогрева
слоя жидкости. Описано несимметричное распре-
деление скорости поверхностного слоя жидкости в
поперечном к скорости ветра направлении. Пока-
зано, что ориентировка wind-streaks относительно
направления ветра происходит из-за действия си-
лы Кориолиса.
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